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НЕЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ  
ТРУБЧАТОГО ПУЧКА ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ  
С ПОВЕРХНОСТНЫМИ ВОЛНАМИ В ПЛАЗМЕННОМ ЦИЛИНДРЕ 
 
 Предмет и цель работы. Исследование механизмов генерации электромагнитных волн при движении заряжен-
ных частиц в различных электродинамических системах является актуальной проблемой современной радиофизики 
и электроники. В последнее время большое внимание уделяется вопросам взаимодействия потоков заряженных час-
тиц с твердотельными структурами, обладающими диспергирующими свойствами. Как правило, такие структуры 
содержат плазмоподобные среды. Предпосылками для возникновения генерации электромагнитных волн являются 
неустойчивости систем, вызванные возмущениями потоков заряженных частиц. Обеспечение стационарного режима 
генерации волн осуществляется нелинейными взаимодействиями пучка заряженных частиц с собственными волнами 
(колебаниями) твердотельной структуры. В настоящей работе выполнено теоретическое исследование эффекта не-
линейной стабилизации неустойчивости бесконечно тонкого трубчатого электронного пучка при его распростране-
нии вдоль поверхности твердотельного плазменного цилиндра.  
 Методы и методология работы. С использованием уравнений Максвелла и движения электронов плазмы на осно-
ве комплексного подхода (аналитического и численного) построена нелинейная теория неустойчивости трубчатого 
электронного пучка, пролетающего над плазменным цилиндром. Плазма цилиндра предполагалась бесстолкновитель-
ной. В силу нерелятивистского характера движения пучка расчеты выполнены в электростатическом приближении. 
 Результаты работы. Показано, что нелинейная стабилизация роста амплитуды волны осуществляется в резуль-
тате группировки электронов пучка в сгустки и последующего их захвата полем волны. Выявлена зависимость вре-
мени насыщения неустойчивости и максимальной амплитуды волны от радиуса плазменного цилиндра. Установле-
но, что нелинейная стадия неустойчивости начинается раньше в электродинамической системе с меньшим радиусом 
плазменного цилиндра. При этом в такой системе максимальная величина медленной амплитуды имеет большее 
значение.  
 Заключение. Результаты исследований расширяют представления о физических свойствах систем с плазмо-
подобными средами и систематизируют знания о механизмах возбуждения потенциальных поверхностных волн в 
электродинамических системах, составляющих основу микроволновых генераторов. Ил. 3. Библиогр.: 30 назв. 
 Ключевые слова: электронный пучок, пучковая неустойчивость, инкремент неустойчивости, эффект Вавилова–
Черенкова, нелинейное взаимодействие, захват частиц, фазовый портрет. 
 
 Первые работы по исследованию нелиней-
ных волн без учета тепловых эффектов были 
выполнены А. И. Ахиезером, Г. Я. Любарским 
и Р. В. Половиным почти 50 лет назад [1–3]. 
В частности, ими было показано, что незави-
симость частоты нелинейных колебаний от 
амплитуды сохраняется лишь в нереляти-
вистском пределе. В работе [3] показано, что 
в релятивистском случае период волны 
большой интенсивности растет с ростом ам-
плитуды. К числу первых работ по нелиней-
ной теории пучково-плазменных неустойчи-
востей, в которых рассматривалась стабили-
зация этих неустойчивостей за счет захвата 
электронов пучка плазменной волной, можно 
отнести работы [4–17]. Рассматривались ре-
лятивистские модулированные и немодули-
рованные пучки, взаимодействующие с 
плазмой, которая предполагалась линейной, 
холодной, бесстолкновительной. Плотность 
электронов пучка считалась много меньшей 
плотности электронов плазмы. Было показа-
но, что эффективность пучково-плазменного 
взаимодействия увеличивается с ростом ре-
лятивистского фактора, несмотря на умень-
шение линейного инкремента. 
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 Напомним результаты некоторых из пере-
численных работ, аналитический подход ко-
торых был использован в настоящем иссле-
довании. В работах [14, 15] построена нели-
нейная теория неустойчивости размытого и 
моноэнергетического электронных пучков в 
неограниченной (объемной) плазме. Так, в 
работе [14] для размытого электронного пуч-
ка, для которого неустойчивость является 
кинетической, с помощью метода медленных 
амплитуд была получена система уравнений, 
описывающая временную эволюцию ампли-
туды волны, а также координат и скоростей 
электронов пучка. Показано, что существен-
но нелинейно только движение резонансных 
частиц пучка со скоростями, близкими к фа-
зовой скорости волны. Особенностью нели-
нейной стадии неустойчивости в случае раз-
мытого пучка является затухание осцилля-
ций амплитуды вследствие эффекта фазового 
«размешивания» частиц пучка, захваченных 
полем волны. Эта особенность впервые была 
отмечена в работах [6, 7]. В случае моно-
энергетического пучка, как было показано в 
[14, 15], существенным является учет изме-
нения со временем не только амплитуды, но 
и фазы поля возбуждаемой волны. Кроме 
того, в работе [15] были исследованы нели-
нейные стадии неустойчивости предвари-
тельно промодулированных нерелятивист-
ского и моноэнергетического релятивистско-
го пучков в плазме. В частности, показано, 
что в релятивистском случае максимум энер-
гии поля возбуждаемой волны сравним с 
энергией пучка. 
 Нелинейная стабилизация пучковой не-
устойчивости нерелятивистского моноэнер-
гетического пучка в безграничной плотной 
столкновительной плазме была рассмотрена 
в работе [16]. Так же, как и в [14, 15], пучок 
моделировался дискретным ансамблем мак-
рочастиц – заряженных плоскостей. Показа-
но, что столкновения в плазме приводят к 
тому, что частицы пучка к моменту захвата 
не успевают собраться в сгусток и имеют 
заметный разброс как по скоростям, так и по 
координатам. Поэтому захват частиц волной 
не приводит к регулярным колебаниям ам-
плитуды волны, как, например, в случае, рас-
смотренном в [15]. 
 В работе [17] была исследована электро-
динамическая система, близкая к рассматри-
ваемой в настоящей работе, и рассмотрена 
нелинейная стабилизация неустойчивости 
трубчатого электронного пучка конечной 
толщины, обдувающего плазменный ци-
линдр во внешнем продольном магнитном 
поле. Предполагалось, что система плазма–
пучок находится в металлическом волноводе, 
а плазма является холодной и бесстолкнови-
тельной. Исследовался случай возбуждения 
аксиально-симметричной электромагнитной 
поверхностной волны ТМ-типа (Transverse 
Magnetic), поле которой представлялось в 
виде произведения некоторой медленной ам-
плитуды на фазовый множитель, содержа-
щий зависимости от координаты и времени. 
По аналогии с [14–16], в работе [17] была 
получена система самосогласованных урав-
нений, описывающая временную эволюцию 
медленной амплитуды, координат и ско-
ростей макрочастиц пучка. Численный ана-
лиз этой системы был выполнен для случая, 
когда поперечное сечение волновода имеет 
форму прямоугольника, а пучок является 
ленточным. Отличия настоящего исследова-
ния от работы [17] состоят в том, что, во-
первых, рассматривается электростатическая 
волна, во-вторых, система плазма–пучок яв-
ляется открытой (без внешнего металличе-
ского волновода), в-третьих, пучок считается 
бесконечно тонким, в-четвертых, нелинейная 
стадия неустойчивости описывается не толь-
ко медленной амплитудой, но и медленной 
фазой волны. Эти отличия приводят к систе-
ме из шести самосогласованных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений первого 
порядка (вместо трех в [17]), описывающей 
изменение со временем медленных амплиту-
ды и фазы волны вместе с их временными 
производными, а также координат и ско-
ростей макрочастиц пучка. Кроме того, в 
настоящей работе все численные расчеты 
выполнены для круговой геометрии попе-
речного сечения системы плазма–пучок. 
Также нами исследована зависимость макси-
мальной величины амплитуды волны и вре-
мени насыщения неустойчивости от радиуса 
плазменного цилиндра. 
 Следует отметить работу [18], в которой 
была исследована нелинейная эволюция 
произвольного начального возмущения при 
развитии черенковской пучковой неустойчи-
вости в замагниченной поперечно-ограни-
ченной пучково-плазменной системе. Рас-
смотрены одночастичный, коллективный и 
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апериодический режимы данной неустойчи-
вости. Исследованная система представляла 
собой цилиндрический металлический вол-
новод с произвольным односвязным попе-
речным сечением, в котором находились 
бесконечно тонкие в поперечном сечении 
(«игольчатые») электронный пучок и плазма. 
Предполагалось, что волновод помещен в 
сильное продольное внешнее магнитное поле. 
Электронный пучок считался нерелятивист-
ским, а возбуждаемое им поле – потенциаль-
ным. Главным отличием работы [18] от опи-
санных выше работ по стабилизации не-
устойчивости является то, что в ней не ис-
пользуется традиционный для плазменной 
СВЧ-электроники метод медленных ампли-
туд и не используются понятия «частота» и 
«волна». Временная эволюция начальных 
возмущений в [18] анализировалась с по-
мощью уравнений движения электронов 
пучка и плазмы, в правые части которых 
входили поля, выраженные через заряды с 
помощью уравнений Пуассона. 
 В последнее десятилетие особое внимание 
уделяется цилиндрическим системам, в ко-
торых осуществляется взаимодействие элект-
ронов трубчатого потока [19, 20] или много-
струйного потока кругового сечения [21–25] 
с обдуваемым ими твердотельным цилинд-
ром. В работе [24] частично построена само-
согласованная нелинейная теория возбужде-
ния электромагнитного излучения азиму-
тально-периодическим сильноточным реля-
тивистским электронным пучком при взаимо-
действии с радиально-двухслойным цилин-
дрическим диэлектрическим резонатором (ЦДР). 
Нелинейный анализ возбуждения ЦДР элект-
ронным пучком показал, что основным ме-
ханизмом генерации электромагнитных ко-
лебаний в резонаторе автоколебательной си-
стемы [21, 23, 25] является монотронный ме-
ханизм, когда заряженные частицы пучка, 
пролетая через резонатор, группируются в 
такой фазе возбуждаемого ими электромаг-
нитного поля, что в среднем отдают энергию 
собственным колебаниям резонатора. Воз-
можность применения исследованной авто-
колебательной системы с приемлемыми гео-
метрическими параметрами в субмиллиметро-
вом диапазоне длин волн отмечена в [21, 24]. 
Кроме того, особый интерес представляют 
пучковые неустойчивости, которые возника-
ют в электродинамических системах, содер-
жащих диспергирующие среды. В частности, 
в работе [26] в линейном приближении ис-
следована неустойчивость трубчатого элект-
ронного пучка при взаимодействии с плазмо-
подобной средой, а в работе [27] – с левосто-
ронней диспергирующей средой цилиндри-
ческой конфигурации. 
 В настоящей работе в электростатическом 
приближении построена нелинейная теория 
неустойчивости трубчатого электронного 
пучка, пролетающего над плазменным ци-
линдром. 
 1. Постановка задачи и основные урав-
нения. Пусть твердотельный плазменный 
цилиндр занимает область пространства 
00 ρρ ≤≤ . Вдоль его поверхности движется 
пучок заряженных частиц с равновесной 
плотностью 0n  и скоростью cv <<0  (где c – 
скорость света в вакууме). Эта электродина-
мическая система легко реализуема при рас-
положении цилиндра между электродами 
диода таким образом, чтобы вектор напря-
женности электрического поля в нем был 
параллелен образующей цилиндра. При этом 
диаметры цилиндрического кромочного ка-
тода и цилиндра одинаковы.  
 Выберем цилиндрическую систему коор-
динат так, чтобы ось z  была направлена 
вдоль оси цилиндра. Толщину стенки пучка a 
будем считать бесконечно тонкой, а среду за 
пучком ( 0ρρ > ) – вакуумом.  
 Система уравнений, описывающая взаи-
модействие электронного пучка с собствен-
ными волнами (колебаниями) диэлектриче-
ского цилиндра, представляет собой уравне-
ния электростатики, дополненные мате-
риальным уравнением и уравнением движе-
ния электронов плазмы: 
 
0),(rot =trE 
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;           (1) 
 
),(4),(div trentrD 

π= ;           (2) 
∫
∞−
′′+=
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p tdtrjtrEtrD ),(4),(),( 0

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m
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∂
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где ),( trE 

 – напряженность электрического 
поля; ),(),( 0 trueNtrjp

=  – линеаризованный 
ток электронов плазмы; e  – заряд електрона; 
0ε , m  и ν  – диэлектрическая постоянная 
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решетки, эффективная масса и частота ре-
лаксации импульса электронов плазменного 
цилиндра соответственно; 0N  – равновесная 
плотность электронов плазмы; ),( tru   – ско-
рость электронов плазмы. 
 Плотность электронов пучка ),( trn   опре-
деляется выражением 
)(),(),( 0ρρδ −= tzntrn
 , 
где ),( tzn  – поверхностная плотность элек-
тронов пучка; )(xδ  – дельта-функция Дира-
ка, причем 
zz dvvtzftzn ∫= ),,(),( .                        (5) 
Функция распределения электронов пучка 
),,( zvtzf  в выражении (5) удовлетворяет 
уравнению Власова  
,0),,(),,(
),,()(),,(
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где 0m  – масса свободного электрона, а 
электрическое поле ),,( 0 tzEz ρ  берется на 
поверхности пучка 0ρρ = . В начальный мо-
мент времени 0=t , т. е. до начала развития 
неустойчивости, функция распределения 
),0,( zvzf  имеет вид 
)()(),0,( 000 vvanvfvzf zzz −=≡ δ . 
В дальнейшем ограничимся рассмотрением 
азимутально-симметричных электростатиче-
ских волн и введем в рассмотрение потен-
циал ),,( tzρψ  поля ),,( tzE ρ

 в произвольной 
точке пространства с координатами ρ , z  и в 
момент времени t  такой, что 
),,(),,( tztzE ρψρ −∇=

.           (6) 
Электростатический потенциал волны 
),,( tzρψ  и его производная по радиальной 
координате ρρψ ∂∂ ),,( tz  удовлетворяют 
граничным условиям на поверхности цилин-
дра: непрерывности потенциала и скачку его 
производной вследствие наличия поверх-
ностного заряда пучка ),( tzn . Напомним, что 
эти условия эквивалентны условиям непре-
рывности z-компоненты электрического поля 
и скачка радиальной компоненты вектора 
электрической индукции: 
),,0(),,0( 00 tzEtzE zz −=+ ρρ , 
),(4),,0(),,0( 00 tzentzDtzE πρρ ρρ =−−+ . 
Условие непрерывности потенциала на гра-
нице цилиндра имеет вид 
),,0(),,0( 00 tztz +=− ρψρψ .           (7) 
Для того, чтобы получить условие для скачка 
величины ρρψ ∂∂ ),,( tz , возьмем вторую 
производную по времени от обеих частей 
уравнения (2) и, воспользовавшись уравне-
ниями (3), (4) и положив 0=ν , получим 
,),(4
),,(),,(
),,(1
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
0
t
trne
tz
z
tz
t
tz
z
p
p
∂
∂
−
−





∂
∂
∂
∂
−
∂
∂
−=
=
∂
∂








∂
∂
+





∂
∂
∂
∂

π
ρ
ρψ
ρ
ρρ
ωρψ
ω
ρψ
ρ
ρ
ρρ
ε
 
где mNep /4 0
2πω =  – плазменная частота 
среды цилиндра. Граничное условие для 
производной потенциала ρρψ ∂∂ ),,( tz  по-
лучается путем вычисления интегралов вида  
( )  ...lim
0
0
0 ∫
+
−
→
ηρ
ηρ
η
ρρd  
от обеих частей приведенного выше равенст-
ва по бесконечно малой толщине пучка η . 
После выполнения указанного интегриро-
вания получим следующее граничное усло-
вие для производной потенциала по радиаль-
ной координате: 
.),(4),,(
),,(
),,(
2
2
0
2
0
2
2
0
0
2
2
0
0
0
t
tznetz
tz
t
tz
t
p
∂
∂
−
∂
∂
=
=
∂
∂
∂
∂
−
−
∂
∂
∂
∂
−=
−=
+=
π
ρ
ρψ
ω
ρ
ρψ
ε
ρ
ρψ
ρρ
ρρ
ρρ
          (8) 
Потенциал ),,( tzρψ  представим в виде 
)]},([exp{)()(
),,(
0 ttzqit
tz
zA αωψρψ
ρψ
+−=
=
           (9) 
где zq  и ω  – волновой вектор и частота 
электростатической волны связаны со ско-
ростью электронов пучка условием резонан-
са Вавилова–Черенкова 0vqz=ω . Величины 
)(tAψ  и )(tα  в (9) представляют собой мед-
ленные амплитуду и фазу электростатиче-
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ской волы. Соответствующие условия «мед-
ленности» имеют вид 
ω
ψ
ψ
<<
∂
∂
t
t
t
A
A
)(
)(
1 ; ωα
α
<<
∂
∂
t
t
t
)(
|)(|
1 . 
С учетом представления (9) из уравнений (3) 
и (4) для бесстолкновительной плазмы полу-
чим ),()(),( ωωεω rErD 

= , где  
2
2
0)(
ω
ω
εωε p−= .                      (10) 
Величина ( )ρψ 0  удовлетворяет уравнению 
Лапласа, в которое трансформируется урав-
нение (1) после подстановки в него выраже-
ний (6) и (9):  
0)()(1 0
20 =−





∂
∂
∂
∂
ρψ
ρ
ρψ
ρ
ρρ z
q .         (11) 
С учетом конечности величины )(0 ρψ  при 
0→ρ  и ∞→ρ  решение уравнения (11) 
можно представить в виде 
 



>
<
=
, ),(
, ),(
)(
00
00
0 ρρρ
ρρρ
ρψ
qK
qI
                      (12) 
 
где || zqq = , )(0 ρqI  и )(0 ρqK  – модифици-
рованные функции Бесселя нулевого порядка 
первого (функция Инфельда) и второго 
(функция Макдональда) рода соответственно 
[28]. 
 Наша задача заключается в том, чтобы 
исследовать временную эволюцию величин 
)(tAψ  и )(tα .  
 Воспользовавшись выражениями (9) и (12), 
из граничного условия (7) получим следую-
щие соотношения для медленных амплитуд 
потенциалов )(tAψ  и медленных фаз )(tα  в 
области цилиндра и вакуума: 
 
0
00
00
0 00
)(
)(
)()( +− = ρρ ψρ
ρ
ψ t
qI
qKt AA ;         (13) 
 
00 00
)()( +− = ρρ αα tt .         (14) 
 
В дальнейшем будем анализировать времен-
ную эволюцию медленных амплитуды и фа-
зы потенциальной волны в области вакуума 
(т. е. в области 0ρρ > ), используя обозначе-
ния )(tAψ  и )(tα . 
 Воспользовавшись выражениями (9), (12) 
и соотношениями (13), (14), перепишем гра-
ничное условие (8) в виде 
[ ]
,),(
)(
4
)]}([exp{)(Δ
)]}([exp{)(Δ
2
2
00
1
2
2
2
0
t
tzn
qqK
e
ttzqit
ttzqit
t
zAp
zA
∂
∂
=
=+−+
++−
∂
∂
ρ
π
αωψω
αωψ
       (15) 
где )(tAψ  и )(tα  соответствуют медленным 
амплитуде и фазе потенциальной волны в 
области 0ρρ >  (вакууме); 
)(
)(
)(
)(
Δ
00
00
00
00
00 ρ
ρ
ρ
ρ
ε
qK
qK
qI
qI ′
−
′
= ; 
)(
)(
Δ
00
00
1 ρ
ρ
qI
qI ′
= . 
Символ «штрих» означает производную по 
аргументу от соответствующей специальной 
функции. Следуя работам [14, 15, 18], для 
вычисления поверхностной плотности элект-
ронов пучка ),( tzn  функцию распределения 
),,( zvtzf  представим в виде 
)],,,([)],,([
)(),,(
0000
000
tvzvvtvzzz
vfdvdzvtzf
zz
zz
−−×
×= ∫∫
δδ
          (16) 
где интегрирование производится по началь-
ным значениям продольной координаты 0z  и 
скорости 0v  электронов пучка; ),,( 00 tvzz  и 
),,( 00 tvzv  – решения системы характеристи-
ческих уравнений 
),,(),,( 0000 tvzvdt
tvzdz
z= ;         (17) 
z
tz
m
e
dt
tvzdvz
∂
∂
−=
),,(),,(
0
00 ρψ ,         (18) 
удовлетворяющие начальным условиям  
000 )0,,( zvzz = ; 000 )0,,( vvzvz = .         (19) 
Отметим, что характеристические уравнения 
(17) и (18) записаны в переменных Лагранжа, 
а функции распределения )(0 zvf  и ),,( zvtzf  
удовлетворяют условию 
∫∫∫∫ = 000 )(),,( dvdzvfdvdzvtzf zzz , 
выражающему факт сохранения полного 
числа частиц в пучке. 
 Выполнив в (16) интегрирование по ско-
ростям и переходя от интегрирования по 
начальным координатам к суммированию, 
представим поверхностную плотность ),( tzn  
в виде  
∑
=
−=
M
p
p tvzzzqM
antzn
1
00
0 )],,([2),( δπ .           (20) 
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Выражение (20) подразумевает тот факт, что 
непрерывный трубчатый поток электронов 
заменен на дискретный набор заряженных 
макрочастиц, имеющих вид заряженных ко-
лец, число которых равно M  на длине волны. 
Координата ),,( 00 tvzz p  описывает положе-
ние отдельной p-й макрочастицы. В даль-
нейшем анализ временной эволюции мед-
ленных амплитуды и фазы волны, а также 
координат и скоростей макрочастиц будем 
проводить в системе координат, связанной с 
пучком. Для этого выполним замену 
 
),,(~),,( 00000 tvzztvtvzz pp += ;         (21) 
 
),,(~),,( 00000 tvzvvtvzv zpzp += ,         (22) 
 
где ),,(~ 00 tvzz p  и ),,(~ 00 tvzvzp  – возмущения 
координаты и продольной скорости p-й мак-
рочастицы. Тогда начальные условия (19) 
перепишутся в виде 
 
000
~)0,,(~ pp zvzz = ; 0)0,,(~ 00 =vzvzp .         (23) 
 
 Далее, следуя методике работы [16], под-
ставляем (20) в (15) и выполняем интегриро-
вание по периоду колебаний ωπ /2  с учетом 
условия резонанса Вавилова–Черенкова 
0vqz=ω . Затем разделив действительные и 
мнимые части и учтя соотношения (21) 
и (22), получим систему уравнений, описы-
вающую временные эволюции медленных 
амплитуды и фазы волны, а также координат 
и скоростей макрочастиц: 





















+=
=
++
+
∂
∂






∂
∂
−=
+−
−








−





∂
∂
−=
∑
∑
=
=
.])()(~sin[)()(
)(~
,])()(~sin[
)()(Δ
4
)()(
)(
2)(
,])()(~cos[
)(Δ
4
)(
Δ
Δ)()(
0
00
2
2
1000
2
0
2
2
1000
2
0
2
0
1
2
2
2
ttzqt
m
qKeq
dt
tzd
ttzq
MtqKq
aen
t
t
t
t
tdt
td
ttzq
MqKq
aen
t
t
t
dt
td
pzA
z
p
M
p
pz
Az
A
A
M
p
pz
z
Ap
A
αψ
ρ
α
ψρ
ωπ
ψα
ω
ψ
α
α
ρ
ωπ
ψω
α
ω
ψ
 
Последнее уравнение в (24) описывает дви-
жение макрочастицы с номером «p» в систе-
ме отсчета пучка. В дальнейшем эту систему 
уравнений удобно анализировать в следую-
щих безразмерных переменных: 
max
)(
ψ
ψ
φ
tA= , )(~ tzq pzp =ξ , 
0
)(~
v
tvzp
p =η ;         (25) 
pω
ω
=Ω , tωt = , )(tαα ≡ ,                     (26) 
где maxψ  – некоторое максимальное значе-
ние потенциала электростатической волны, 
при котором происходит захват частиц пучка 
в потенциальную яму волны. Выражение для 
maxψ  будет приведено ниже.  
 Для численного анализа систему уравне-
ний (24) запишем в безразмерных перемен-
ных (25) и (26) в виде следующей системы 
шести дифференциальных уравнений перво-
го порядка: 
 
( )























+=
=
++−=
=
+−
−








−−=
Φ
Φ=
∑
∑
=
=
,)sin(Γ
,
,)sin(ΒΦ)Α1(2Α
Α,
,)cos(Β
ΩΔ
Δ
Α1
,
M
1
M
1
2
0
12
αξφ
t
η
η
t
ξ
αξ
φφt
t
α
αξ
φ
t
t
φ
p
p
p
p
p
p
p
p
d
d
d
d
Md
d
d
d
M
d
d
d
d
       (27) 
где 
max000
0
)(Δ
4
Β
ψρ
π
qKq
aen
z
= ; )(Γ 002
00
max ρ
ψ qK
vm
e
= . 
 
 Получим выражение для максимального 
значения потенциала maxψ . Величина maxψ  
определяется из условия захвата частиц пуч-
ка в потенциальную яму волны [16]: 
2
0
0
max0 )()( phvve
mqK −∝ψρ , 
где phv  – фазовая скорость волны с учетом 
частотного сдвига, вызванного взаимодейст-
вием поля волны с электронным пучком. 
(24)
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 Используя результаты работы [29], дис-
персионное уравнение связанных волн пучка 
и плазменного цилиндра для рассматривае-
мого потенциального случая можно предста-
вить в виде 
22
0 )(Δ bz aqvq ωω =− ,                      (28) 
 
где 00
2 /4 mneb πω =  – плазменная частота 
электронов пучка;  
 
)(
)(
)(
)()(Δ
00
00
00
00
ρ
ρ
ρ
ρ
ωε
qK
qK
qI
qI ′
−
′
= , 
 
в котором )(ωε  определяется выражением 
(10). Заметим, что уравнение 0Δ =  пред-
ставляет собой дисперсионное уравнение 
собственной моды плазменного цилиндра. 
Для нахождения поправки к резонансной час-
тоте 00 vqz=ω  решение уравнения (28) бу-
дем искать в виде 
 
δωωω += 0 ,                                  (29) 
 
где 0|| ωδω << . Подставив (29) в (28) и сле-
дуя методике работы [30], получим 

















∂∂
±−
=








∂∂
=
.
|Δ|2
31
,
|Δ|
31
2
31
2
0
0
ω
ω
ω
ω
δω
ω
ω
δω
b
b
aqi
aq
         (30) 
 
Решение (30) с положительным знаком мни-
мой части приводит к нарастанию амплиту-
ды симметричной связанной волны цилиндра 
и пучка с инкрементом 
31
2
0
|Δ|2
3








∂∂
=
ωω
ω
γ b
aq , 
где 
( )
( )00
00
3
0
22Δ
0
ρ
ρ
ω
ω
ω ω qI
qIp ′=
∂
∂ . 
 
При этом фазовая скорость связанной волны 
имеет вид 
31
2
0
0
|Δ|2
1








∂∂
−=
ωω
ωb
z
ph
aq
q
vv .         (31) 
 
Согласно (30), неустойчивость присуща мед-
ленной связанной волне. В результате полу-
чаем следующее выражение для maxψ : 
( )
( )
( )
32
00
00
2
2
00
2
00
max 24 







′
=
ρ
ρ
ω
ω
ρ
ψ
qI
qIaq
qeK
vm
p
b . 
Заметим, что использованное выше линейное 
приближение для электронов плазмы оправ-
дано тем, что для электронного пучка малой 
плотности, когда 00 Nn << , амплитуда воз-
буждаемой потенциальной волны мала и вы-
полняется условие 200max vme <<ψ  [18]. 
 В следующем разделе будут приведены 
результаты численного анализа системы 
уравнений (27) и фазовый портрет макро-
частиц пучка, свидетельствующий об обра-
зовании сгустков на нелинейной стадии не-
устойчивости.  
 2. Численный анализ системы нели-
нейных уравнений. В качестве материала 
плазменного цилиндра выберем полупровод-
ник GaAs с 0ε = 13,2, 0063,0 mm =  и 
0N = 10
13 см–3. Анализ проведем для трех 
электродинамических систем с цилиндрами, 
радиусы 0ρ  которых равны 0,1 и 0,5 см, 
и с полупространством, когда 0ρ → ∞. Зна-
чения равновесной концентрации электронов 
пучка 0n , толщины стенки пучка a  и ско-
рости направленного движения электронов 
пучка 0v  выберем следующими: 0n = 10
10
 см
–3, 
a = 0,01 см и 0v = 0,1 c соответственно. 
В этом случае pb ωω / ≈ 8⋅10
–3. Выберем резо-
нансную длину волны λ = 0,1 см, которой 
соответствуют значения резонансной часто-
ты ω = 1,7⋅1011 с–1 и инкремента γ ≈ 4⋅109 с–1, 
для которых ωγ / ≈ 2,3⋅10–2. 
 На рис. 1 приведены зависимости )(tφφ ≡  
от безразмерного времени t  в электродина-
мических системах с радиусами плазменного 
цилиндра 0ρ = 0,1 см (кривая 1), 0ρ = 0,5 см 
(кривая 2) и 0ρ → ∞ (кривая 3). Отметим, что 
кривая 3 соответствует плоской поверхности 
раздела сред.  
 Решение системы уравнений (27) было 
выполнено численно методом Рунге–Кутты. 
Пучок электронов моделировался отдельны-
ми микрочастицами (в форме колец), равно-
мерно распределенными в начальный мо-
мент времени в интервале πξ 20 ≤≤ p . Число 
макрочастиц  M  было  равно  900. Отметим,  
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Рис. 1. График зависимости медленной амплитуды 
потенциальной волны от безразмерного времени для 
трех значений радиуса плазменного цилиндра 
 
что использованная программа вычислений 
позволяла проводить интегрирование с пере-
менным шагом путем задания относительной 
погрешности на каждом шаге. Начальные 
значения амплитуды φ  и ее производной Φ  
полагались равными 0φ = 10
–4 и 00Φ γφ= . 
Начальные значения медленной фазы α  и ее 
производной по времени Α  полагались рав-
ными нулю.  
Из рис. 1 следует, что максимальное зна-
чение медленной амплитуды maxφ , соответст-
вующее моменту насыщения неустойчи-
вости, оказывается тем больше, чем меньше 
радиус цилиндра. Так, для цилиндра с ради-
усом 0ρ = 0,1 см maxφ = 0,94, а для 
0ρ = 0,5 см – maxφ = 0,87. Кроме того, для ци-
линдра с меньшим радиусом медленная ам-
плитуда достигает своего максимального 
значения maxφ  раньше (при maxtt ≡ ≈ 734, 
что соответствует времени 1max 17
−≈≡ γtt ), 
чем для цилиндра с большим радиусом (при 
maxtt ≡ ≈ 775, что соответствует времени 
1
max 18
−≈≡ γtt ). Отметим, что с ростом ра-
диуса цилиндра смещение зависимостей )(tφ  
относительно друг друга становится меньше 
и при 10 >>ρq  зависимости )(tφ  стремятся 
к некоторому общему пределу, соответству-
ющему значениям 1Δ 00 +→ ε  и 1Δ1 → . Фи-
зически этот предел соответствует случаю 
плоской границы пучок–плазма. В этом случае 
максимальное значение потенциала электро-
статической волны maxψ ≈ 1,85⋅10
–2 г⋅см1/2⋅с–1, 
что при λ = 0,1 см соответствует напряжен-
ности электрического поля ∼0,185 г⋅см–1/2⋅с–1 
(т. е. 5,55 мВ/см). 
 Из рис. 1 следует также, что при maxtt >  
величина φ  осциллирует около некоторого 
среднего значения с периодом порядка 110 −γ . 
Эти осцилляции носят нелинейный характер 
и обусловлены тем, что к моменту насыще-
ния неустойчивости пучок разбивается на 
сгустки, которые захватываются в потен-
циальные ямы волны. В дальнейшем захва-
ченные сгустки совершают колебания, попе-
ременно попадая то в ускоряющую, то в тор-
мозящую фазы волны [14–16]. Амплитуда 
волны φ  увеличивается при торможении 
сгустка и уменьшается при его ускорении. 
Процесс формирования сгустков иллюстри-
руется на рис. 2 и 3, которые построены для 
электродинамической системы с плазменным 
цилиндром, имеющим радиус 0ρ = 0,5 см. 
 На рис. 2 приведен фазовый портрет си-
стемы макрочастиц – зависимости )( pp ξη  
для M  макрочастиц. Линия 1 соответствует 
начальному распределению макрочастиц на 
длине волны, т. е. на отрезке πξ 20 ≤≤ p , а 
набор дискретных значений 2 – распределе-
нию этих же макрочастиц в момент времени 
t = 1 000. Видно, что к моменту времени 
t = 1 000 макрочастицы получили разброс по 
координатам и скоростям и сформировали 
два сгустка. Протяженность каждого сгустка 
приблизительно равна 2λ . 
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Рис. 2. Фазовый портрет системы из M макрочастиц в 
момент времени t = 1 000 
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 На рис. 3 показан фазовый портрет системы 
макрочастиц на момент времени t = 2 550. 
Из рисунка следует, что разброс по коорди-
натам существенно вырос (приблизительно в 
6 раз), в то время как разброс по скоростям 
практически не изменился. В окрестности 
координаты 0=pξ  отчетливо видны два 
сгустка с протяженностью каждого из них 
менее 2λ . 
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Рис. 3. Фазовый портрет системы из M макрочастиц в 
момент времени t = 2 550 
 
 Выводы. Таким образом, в настоящей 
работе решена задача о нелинейной стабили-
зации неустойчивости трубчатого электрон-
ного пучка при его распространении вдоль 
поверхности твердотельного плазменного 
цилиндра. Предполагалось, что пучок – не-
релятивистский, плазма цилиндра – бес-
столкновительная, а возбуждаемая пучком 
волна – электростатическая. Показано, что 
нелинейная стабилизация роста амплитуды 
волны происходит за счет эффекта группи-
ровки электронов пучка в сгустки и после-
дующего захвата этих сгустков полем волны. 
Проанализирована закономерность времени 
насыщения неустойчивости и максимальной 
амплитуды волны от радиуса плазменного 
цилиндра. Установлено, что чем меньше ра-
диус плазменного цилиндра, тем раньше 
начинается нелинейная стадия неустойчи-
вости и тем больше максимальное значение 
медленной амплитуды. 
 Отметим, что качественные результаты, 
полученные для электродинамической си-
стемы с твердотельным цилиндром из бес-
столкновительной плазмы, будут полностью 
соответствовать системе с газообразным 
плазменным цилиндром, собственные часто-
ты которого априори превосходят частоту 
столкновений частиц плазмы. 
 Результаты исследований, приведенные в 
настоящей работе, демонстрируют механизм 
возбуждения потенциальных поверхностных 
волн в плазмоподобном цилиндре при его 
обдуве трубчатым электронным пучком. 
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NONLINEAR INTERACTION THEORY 
BETWEEN A TUBULAR BEAM OF 
CHARGED PARTICLES AND POTENTIAL 
SURFACE WAVES OF PLASMA CYLINDER 
 
Subject and purpose. Investigation of the generation 
mechanisms of electromagnetic waves by the motion of 
charged particles in various electrodynamic systems is an 
actual problem of modern radiophysics and electronics. 
Recently, much attention has been paid to the interaction 
between the streams of charged particles and solid-state 
structures that have dispersive properties. As a rule, such 
structures contain plasma-like media. The basis for the 
generation of electromagnetic waves is the system instabili-
ties caused by perturbations in the streams of charged par-
ticles. The stationary mode of wave generation is provided 
by nonlinear interactions of a charged particle beam with 
eigenmodes of solid-state structure. In this paper, a theore-
tical study of the nonlinear stabilization effect of instability 
of an infinitesimally thin tubular electron beam propagated 
along the surface of solid-state plasma cylinder has been 
carried out. 
Methods and methodology. Using Maxwell's equa-
tions and motion equation of plasma electrons based on an 
integrated approach (analytical and numerical), the nonlin-
ear theory of instability of a tubular electron beam flying 
over a plasma cylinder has been constructed. The plasma of 
the cylinder was assumed collisionless. The calculations 
have been performed in electrostatic approximation due to 
the nonrelativistic velocity of the beam electrons. 
Results. It is shown that the nonlinear stabilization of 
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the wave amplitude increase is realized due to the bunching 
of the beam electrons into bunches and their subsequent 
capture by the wave field. The law of the instability rise 
time and the wave maximum amplitude from the plasma 
cylinder radius has been revealed. It is established that the 
nonlinear stage of instability begins earlier in an electro-
dynamic system with a smaller radius of the plasma cylin-
der. In this system, the maximum value of the slow ampli-
tude has greater value. 
Conclusions. The research results broaden our under-
standing about the physical properties of systems with 
plasma-like media and systematize knowledge about the 
excitation mechanisms of potential surface waves in 
electrodynamic systems that form the basis of microwave 
oscillators. 
 Key words: electron beam, beam instability, instability 
increment, Cherenkov effect, nonlinear interaction, capture 
of particles, phase portrait. 
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НЕЛІНІЙНА ТЕОРІЯ ВЗАЄМОДІЇ  
ТРУБЧАСТОГО ПУЧКА ЗАРЯДЖЕНИХ  
ЧАСТИНОК З ПОТЕНЦІАЛЬНИМИ  
ПОВЕРХНЕВИМИ ХВИЛЯМИ  
ПЛАЗМОВОГО ЦИЛІНДРА 
 
 Предмет і мета роботи. Дослідження механізмів 
генерації електромагнітних хвиль при русі заряджених 
частинок у різних електродинамічних системах є акту-
альною проблемою сучасної радіофізики та електроні-
ки. Останнім часом велика увага приділяється питан-
ням взаємодії потоків заряджених частинок з твердо-
тільними структурами, що мають диспергуючі власти-
вості. Як правило, такі структури містять плазмоподіб-
ні середовища. Передумовами для виникнення генера-
ції електромагнітних хвиль є нестійкості систем, що 
викликані збуреннями потоків заряджених частинок. 
Забезпечення стаціонарного режиму генерації хвиль 
здійснюється нелінійними взаємодіями пучка зарядже-
них частинок з власними хвилями (коливаннями) твер-
дотільної структури. У цій роботі виконано теоретичне 
дослідження ефекту нелінійної стабілізації нестійкості 
нескінченно тонкого трубчастого електронного пучка 
при його транспортуванні уздовж поверхні твердотіль-
ного плазмового циліндра.  
 Методи та методологія роботи. З використанням 
рівнянь Максвелла і руху електронів плазми на основі 
комплексного підходу (аналітичного і чисельного) 
побудовано нелінійну теорію нестійкості трубчастого 
електронного пучка, який пролітає над плазмовим ци-
ліндром. Плазма циліндра передбачалася беззіткнен-
ною. Через нерелятивістський характер руху пучка 
розрахунки виконано в електростатичному наближенні. 
 Результати роботи. Показано, що нелінійна стабі-
лізація зростання амплітуди хвилі здійснюється в ре-
зультаті групування електронів пучка в згустки і пода-
льшого їх захоплення полем хвилі. Виявлено залеж-
ність часу насичення нестійкості і максимальної амплі-
туди хвилі від радіуса плазмового циліндра. Встанов-
лено, що нелінійна стадія нестійкості починається ра-
ніше в електродинамічній системі з меншим радіусом 
плазмового циліндра. При цьому в такій системі мак-
симальна величина повільної амплітуди має більше 
значення. 
 Висновок. Результати досліджень розширюють 
уявлення про фізичні властивості систем із плазмопо-
дібними середовищами і систематизують знання про 
механізми збудження потенціальних поверхневих 
хвиль в електродинамічних системах, що складають 
основу мікрохвильових генераторів. 
 Ключеві слова: електронний пучок, пучкова не-
стійкість, інкремент нестійкості, ефект Вавілова–
Черенкова, нелінійна взаємодія, захоплення частинок, 
фазовий портрет. 
 
